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BEVEZETÉS
A s z é l s ő é r té k - p r o b lé m á k  ig e n  korán  m e g je le n te k  a m a tem a tik a i  
k u ta tá so k b a n . Az id ő k  fo lyam án m e g le h e tő se n  v á l t o z a t o s  f e l a ­
datok  bukkantak e l ő ;  ezeknek e g y -e g y  c s o p o r t j á t  a m atem atika  
f e j l ő d é s e  során  s i k e r ü l t  k özös  e l v  a la p já n  t á r g y a l n i .  í g y  
s z ü l e t e t t  meg, m int a m atem atika tö b b é -k e v é sb é  ö n á l ló  á g a ,  az  
e g y v á l t o z ó s  fü ggvén yek  s z é l s ő é r t é k - f e l a d a t a i  u tá n  a v a r i á c i ó -  
s z á m i t á s ,  a nem l i n e á r i s  program ozás é s  az o p t i m á l i s  i r á n y í ­
t á s .  Csak az u t ó b b i  években s i k e r ü l t ,  a f u n k c i o n á l a n a l í z i s  
e s z k ö z e in e k  f e l h a s z n á l á s á v a l ,  e g y s é g e s e n  t á r g y a l n i  e z e k e t  a 
k ü l ö n á l ló  t e r ü l e t e k e t .  E nagy s z i n t é z i s  a l a p j a  A .J .D u b o v ic k i j  
é s  A .A .M i l ju t y in  t é t e l e  [  l ]  fu n k c io n á lo k  extrémumának s z ü k s é ­
g es  f e l t é t e l é r ő l .
Szem inárium i ö s s z e f o g la ló n k b a n  b e b iz o n y í t j u k  a D u b o v ic k i j -  
M i l j u t y i n - f é l e  t é t e l t ,  majd e g y -e g y  f e la d a t o n  k e r e s z t ü l  bemu­
t a t j u k ,  hogyan a lk a lm a zh a tó  e z  a t é t e l  a k ü l ö n f é l e  k l a s s z i k u s  
p rob lém ára . Mindehhez egy k i v é t e l l e l  csak  e g y s z e r ű  e sz k ö z ö k r e  
l e s z  sz ü k sé g ü n k , am elyek s z i n t e  minden b e v e z e tő  j e l l e g ű  fu n k ­
c i o n á l a n a l í z i s  könyvében m e g t a lá lh a t ó k .
A d o lg o z a t  a V a lÓ B z in ü sé g sz á m itá s i  é s  M atem atik a i S t a t i s z t i k a  
O s z tá ly o n ,  a 3»11«7* " I r á n y i t á s e lm é le t "  c .  i n t é z e t i  a la p k u t a ­
t á s i  témában k é s z ü l t .
C
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с /п /С т )
iÆ /C T )
l é t e z i k
d e f i n i á l ó  e g y e n lő s é g  
ú g y ,  hogy  
/ e b b ő l /  k ö v e t k e z ik  
m inden
m é r t é k t é r e n  "majdnem minden"
a kom p lex  számok t e s t j e
az n  d im en z ió s  e u k l i d e s z i  t é r
(Rl
az  ü r e s  halmaz
a H halmaz b e l s e j e ,  l e z á r t j a  é s  konvex burka  
a Hj é s  a halm az " h a lm a z e lm é le t i"  k ü lö n b sé g e  
az F le k é p e z é s  é r t e l m e z é s i  tartom ánya  
F l e k é p e z é s  az X h a lm a z ró l  az Y halmazba  
F: X o ü p -^ Y
az X t o p o ló g ik u s  v e k t o r t é r r ő l  az Y t o p o l ó g i -  
kus v e k t o r t é r b e  h a t ó  f o l y t o n o s  l i n e á r i s  l e k é p e ­
z é s e k  halm aza  
oC /X ,C /, az X d u á l i s a
l e k é p e z é s  a d u á l i s  e le m e i  á l t a l ;  a z a z ,  ha x £ X  
é s  f £ X ’ , akkor < f , x >  = f / х / .  Ha h a n g s ú ly o z n i  
a k a r j u k ,  mely t é r r ő l  van s z ó ,  i n d e x s z e l  j e l ö l j ü k ,
T = T c R ,  X f o l y t o n o s )
T e  R,  IIu/t/|| R á cu V t € T )
ш
P1: <  , > o  
Rn
{X í T->IRn , 
( u  : T->IRm,
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F e lh ív j u k  a f i g y e lm e t  még egy  j e l ö l é s r e :  x /*  /  é s  u / * /  j e ­
l ö l i  а С^п^ (т ) t i l l e t v e  az l /< S / ( t)  e l e m e i t ,  ha h a n g s ú ly o z n i  
a k a r ju k , hogy fü g g v é n y e k r ő l  van s z ó ,  vagy meg ak arju k  ők e t  
k ü lö n b ö z t e t n i  Rn , i l l e t v e  e l e m e i t ő l ;  х / t /  é s  u / t /
az  a d o t t  függvényn ek  a t £ T  pontban f e l v e t t  é r t é k e .  V is z o n t  
a v a r iá c ió s z á m i t á s n á l  a s e g é d v á l t o z ó  у  e s e t é b e n  у  / t /  magát 
a fü g g v é n y t  j e l ö l i .
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I .  A D u b ov ick ij  -  M i l j u t y i n - f é l e  t é t e l
Legyen X l o k á l i s a n  konvex t o p o ló g ik u s  v e k t o r t é r  é s  F €  X-  ^
—>ÍR fu n k c io n á l;  l e g y e n  a d o t t  továb b á  egy  Qc.Dp halmaz é s  k e ­
r e s s ü k  a f u n k c io n á l  minimumát /m in im u m a it /  ezen  a halm azon .  
Tegyük f e l ,  hogy x Q£  Q m inim um -hely , a zaz  l é t e z i k  x Q-n a k  egy  
U k ö r n y e z e te  ú g y ,  hogy
F / x q / ^ F / x /  ( x £ U H q) .
K é r d é s ,  m ilyen  f e l t é t e l e k n e k  k e l l  t e l j e s ü l n i e  ehhez?
N y i lv á n v a ló a n  m egk övete lü n k  a f u n k c i o n á l t ó l  és  a k o r l á ­
t o z ó  h a lm a ztó l b i z o n y o s  jó  t u l a j d o n s á g o k a t ,  hogy m e ly e k e t ,  
a z t  az a lá b b i  v i z s g á l ó d á s o k  a la p j á n  n y e r t  m eg h a tá ro zá so k b ó l  
f o g j u k  l á t n i .
1 .  -i D e f in i c i ó  ; ho £  X (h0 ^ o) az F f u n k c io n á l  c s ö k k e n é s i  i r á ­
n y a  az x Q£  Dp p o n tb a n ,  ha 3 hQ-nak  U k ö r n y e z e t e ,  továbbá
cC= c ó /F ,x 0 ,h o/  < 0 é s  £0=6o/ F , x o ,h o / >  0 szám s-* V 0 < £ < £ .0 é s
h  & U e s e t é n
F / x q + £  h /  é F / x Q/  í d .
1 , 2  Á l l i t á s ;  az F f u n k c io n á l  egy a d o t t  p o n t b e l i  c s ö k k e n é s i  
i r á n y a i  n u l l a - c s u c s u  n y i l t  kúpot a lk o tn a k  / c s ö k k e n é s i  k ú p / .
^ T er m ész e te se n  e l ő f o r d u l h a t ,  hogy ez  a "kúp” az ü res  h a lm az .
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B i z o n y í t á s  : az 1 .1  d e f i n í c i ó  j e l ö l é s e i t  a lk a lm a zv a :  
a /  AhQ i s  c s ö k k e n é s i  i r á n y ,  h a ^ > 0 ,  mert Ли, "Xoi é s  £Q/Ä meny- 
n y i s é g e k k e l  k i e l é g í t i  a d e f i n í c i ó  k ö v e t e lm é n y e i t ;  k ö v e t k e z é s ­
képp a szób an  fo r g ó  halm az n u l l a - c s u c s u  kúp.
Ъ/ V h £ U  c s ö k k e n é s i  i r á n y ,  m ert U, ob , C Q m e n n y isé g e k k e l  ma­
ga i s  e l e g e t  t e s z  a d e f i n í c i ó  f e l t é t e l e i n e k ;  t e h á t  a halm az  
n y i l t .
B iz o n y o s  é r te lem b en  h a s o n ló  foga lm akat c é l s z e r ű  b e v e ­
z e t n i  a Q " k o r lá to zó "  h a lm a z z a l  k a p cso la tb cm  i s .
1.3 D e f i n í c i ó  : hc £ X  (h o ^  o) az x Q£  Q pon tb an  l e h e t s é g e s  ir á n y  
a Q ha lm azra  v o n a tk o zó a n , ha 3 hQ-nak U k ö r n y e z e te  é s  £ 0- £ 0 /Q, 
x Q,h o / > 0  szám ^ V h ^ U  é s  0 < £ ^ É Q e s e t é n
x Q + £ h 6 Q.
1 .4  Á l l í t á s ;  a Q halm azra von atk ozóan  egy  a d o t t  p o n t b e l i  l e ­
h e t s é g e s  irá n y o k  n u l l a - c s u c s u  n y i l t  kúpot a lk o tn a k  / l e h e t s é ­
g e s  ir á n y o k  k ú p j a / .
B i z o n y í t á s  : t e l j e s e n  h a s o n ló a n ,  m int 1 . 2 - n é l .
o
N y i lv á n v a ló a n ,  ha Q = 0 ,  a l e h e t s é g e s  irá n y o k  kúpja  
ü r e s .  A k ö v e tk e z ő  fogalm ak már ta r ta lm a sa k  e r r e  az e s e t r e  i s .
1 .5  D e f i n í c i ó :  hQe X  az x Q6  Q pontban a Q halm az é r i n t ő j e ,  ha
3 £o> 0  V 0 < £ 41 £0 e s e t é n  3 x / e / g Q. ^
x / £ / =  X0 + £ h 0 * г / £ /  ;
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a h o l  r / £ / £ X  o l y a n ,  hogy az o r ig ó n a k  V U k ö r n y e z e té h e z
3 £ц > 0  —я t ( i ) / í  É U ) ha 0 < £ < £ ц .
1 . 6  Á l l i t á s :  a Q halm az e g y - a d o t t - p o n t b e l i  é r i n t ő i  n u l l a - c s u -  
c s u  kúpot a lk o tn a k  / é r i n t é s i  k ú p / .
Me£Ó£gKzá si  a/  az  é r i n t é s i  kúp már nem f e l t é t l e n ü l  n y i l t ;
Ъ/ m inden l e h e t s é g e s  ir á n y  egyb en  é r i n t ő  i s ,  de 
a f o r d i t o t t  á l l i t á s  nem i g a z .
A c sö k k e n é s i  ir á n y o k  é s  a l e h e t s é g e s  ir á n y o k  ig e n  szem ­
l é l e t e s e n ,  t e r m é s z e t e s  módon k ap cso lód n ak  a fu n k c io n á l  m in i ­
mumának k e r e s é s é h e z ;  az i s  l á t s z i k ,  hogy a minimum l é t e z é s é ­
nek  s z ü k s é g e s  f e l t é t e l e  a z ,  hogy a c s ö k k e n é s i  kúp és  a l e h e t ­
s é g e s  irán yok  k ú p ja  d i s z j u n k t  l e g y e n ,  s  ez  s z e m l é l t e t i ,  m ié r t  
f o g l a l k o z i k  majd az  1 .1 0  lemma kúpos k özös r é s z é v e l .
Mint l á t t u k ,  mind a három e s e t b e n  a m in k et  é rd e k lő  i r á ­
nyok kúpot a lk o t n a k .  A to váb b iak b an  l é n y e g e s  s z e r e p e t  j á t s z a ­
nak a kúpok és  az ú g y n e v e z e t t  a d ju n g á l t  kúpok , e z é r t  ezek  e l ­
m é l e t é b ő l  az id e v á g ó  r é s z t  a F ü gge lék b en  k ö z ö l j ü k .
M ie lő t t  továbbm ennénk, m eg e m lít jü k  még, hogy a g y a k o r la ­
t i  a lk a lm azások b an  á l t a l á b a n  több  m e l l é k f e l t é t e l  ad ja  a meg­
s z o r í t á s t ,  azaz
n
Q = П Q, ,
i= l
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é s  az e g y es  Q^-k k ö z ü l  ném elyeknek van b e l s ő  p o n t j a ,  néme­
ly ek n e k  n in c s ;  ha = 0 ,  e g y e n lő s é g  t i p u s u  m e l l é k f e l t é t e l ­
r ő l  sz o k á s  b e s z é l n i ,  u g y a n is  i ly e n k o r  á l t a l á b a n  v a la m e ly  G  ^
f u n k c io n á l  a d ja  meg a halm azt Qi  = { x ;  G /^ х /  = 0 }  a lak b an ;
u g y a n ig y ,  ha /  0 ,  akkor a m e l l é k f e l t é t e l  e g y e n l ő t l e n s é g  
t i p u s u .
I s m e r e te s e k  a konvex halm azok "jó" t u la j d o n s á g a i ;  e z é r t  
a továb b iak b an  m in d ig  m e g k ö v e te l jü k ,  hogy az e lő z ő e k b e n  d e f i ­
n i á l t  kúpok konvexek  l e g y e n e k ;  ez  a k i k ö t é s  azonban még m in­
d i g  gyengébb , m int a k l a s s z i k u s  e lm é le te k b e n  a sz o k á so s  d i f ­
f e r e n c i á l h a t ó s á g i  f e l t é t e l e k .
És most k ö v e t k e z ik  a D u b o v ick ij  -  M i i j u t y i n - f é l e  t é t e l ­
h ez  eg y en es  u t a t  m utató
1 .7  Lemma; le g y e n e k  K ^ cX  ( i  = l , 2 , . . . , n  + l) n u l l a - c s u c s u
О






D K± = 0
/ “1 Äakkor é s  c sa k  ak k o r , ha J f ^ £ nem mind
n u l l a ,  m elyekre
n+ 1
/ К * с Х ’ a m e g f e l e l ő  a d ju n g á l t  kúpok, i , . .  • , n+ 1/
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Bizonyítás ; £züksé£ességj_
n
К : = O K, 
j = 1 J
a /  ha К Ф 0 ,  l é v é n  n y i l t  é s  k o n v ex , d i s z j u n k t  Кд - t ő i ,  a 
Hahn -  Banach t é t e l  s z e r i n t  3 ОФ f  £X*
<f ,x > é o C  x é K é s  x € K n + ^
Könnyen b e l á t h a t ó ,  hogy  oL = 0 v e h e tő  ; s z e m l é l e t e s e n :
ha egy kúp egy h i p e r s i k  e g y ik  o ld a lá n  v a n ,  akkor ugyan csak  
e g y ik  o l d a l á r a  e s i k  a c s ú c s á n  átm enő, az a d o t t  h i p e r s i k k a l  
párhuzamos h ip e r s ik n a k  i s .  T ehát f £ K *  é s  i g y  P . l l  s z e r i n t
n
f  = C  t y  a h o l f^ G K " ,  j = 1 , . . . , n .
J “* 1
« n + 1
E zután  f n+1 : = - f ,  n y i lv á n  f n + 1 £K *  é s  YZ f ± = °*
i=  1
m
b /  h a  К = 0 ,  a k k o r  3 1 = m ^ n  ^  Ф 0 .
i =  1
A lkalm azzuk az  e l ő z ő  g o n d o la tm e n e te t  n h e l y e t t  m -r e , nyerünk  
i  = 1 , .  . ,m+l f u n k c i o n á l o k a t , f  Ф 0 ée s
m+ 1
Г"! f^ = 0 .  E z u tá n  f m+2: = . =  f n+ : = 0 ,  é s  e z z e l  a
i= l
s z ü k s é g e s s é g  b i z o n y í t á s á t  b e f e j e z t ü k .
El_égsé£e£ség^_
n+ 1
Tegyük f e l ,  hogy  3 О Ф x Q£ 0  K^; az e r e d e t i  f e l t é t e l
i =  l
s z e r i n t  3 1 4 k * n  ^  f ,  /  0 ,  m ert különben f  .Ili- 1 i s , azaz  mind
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n u l l a  l e n n e ;  i g y ,  
О = ( f  j
e l le n tm o n d á s t  ad ,
l é v é n  Kk n y i l t  é s  f'k 6  K*, f k / x 0 / >  0 ,  
+ f 2 + . . .  + f n + | H x 0 >'á f k / x 0 / >  0 
t e h á t  a fe l t e v é sü n k :  ham is.
azaz
1 .8  T é t e l :  /D u b o v ic k ij  -  M i l j u t y i n /  le g y e n  x Q az  X l o k á l i s a n  
konvex v e k t o r t é r e n  é r t e l m e z e t t  F fu n k c io n á ln a k  l o k á l i s  mini™
n + 1 о
mumhelye, a Q = П ha lm azon , a h o l  Q . Ф 0  ( j  = , . . ,  ,n) és
о 1
Qn+1 = 0 .  J e l ö l j e  K0 az F c s ö k k e n é s i  k ú p já t x ^ -b a n ,  К. a Q^- 
r e  v o n a tk o zó  l e h e t s é g e s  ir á n y o k a t  x Q-ban  ( j  = 1 , . . . ,n) é s  
Kn + i a Qn + j é r i n t é s i  k ú p já t  x o~ban . Legyen konvex ( i  = 0 ,
1 , . . . ,  n+ 1 .
Ekkor 3 nem mind n u l l a  f K *  ( i  = 0 , 1 , . . . , n+l )  ú g y ,
hogy
n+ 1
C  f ± = 0 .
i= 0
n + 1
B i z o n y í t á s  ; a z t  l á t j u k  b e , hogy f) K. = 0 ,  s  ez  az 1 .1 0  lem -
i= 0  1
mával a z o n n a l  a d ja  a k iv á n t  ered m én yt.
Tegyük f e l ,  hogy a kúpok m e t s z e t e  nem ü r e s ,  v a g y i s  3 
n+ 1
h £  fl K . ; ekkor a c s ö k k e n é s i ,  i l l e t v e  a l e h e t s é g e s  irá n y o k  
i= 0
d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  3 hQ-n ak  o ly a n  U k ö r n y e z e te  é s  o ly a n o 6 < 0 ,  
£ 0 > 0 szám ok, hogy V h £ U  é s  0<£,<£Q e s e t é n
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x 0 + £  h £  Q± ( i  = 1 , . . .  ,n)  , ®
é s
F/ х 0 + £ h / á F / x Q/  + £06
/ a z  U k ö rn y eze t  a z  e g y e s  Q^-k s z e r i n t  l e h e t s é g e s  irá n y o k  kör  
n y e z e té n e k  és  az  F c s ö k k e n é s i  kúpjához t a r t o z ó  k ö r n y e z e tn e k  
m e t s z e t e ;  £ Q: = m in J   ^min £0 /Q i» x 0 »hQ/ ,  £0 / р »x 0 >h0 / J /«
Lévén hQ a  Qn + j  é r i n t ő j e ,  tu d ju k ,  hogy  
3 x / £ /  = x Q + £ h Q + r / £ /  €Qn + j ,
é s  3 £j> 0 ^  'Y ÍC y 't  £ U  -  hQ, ha 0 < £ < £ t ) 
a z a z  h / £ /  ; = hQ + г ( £ ) / б
Ekkor v i s z o n t  ф  s z e r i n t ,  h a  0 < £ <  min {£q , £ } ,
x / £ /  = x Q + £ h / £ /  £Qi  ( i  = 1 , 2 , . . . , n + i )  
n+ 1
v a g y i s  x / £ / £  П  Q- k i e l é g i t i  a m e l l é k f e l t é t e l e k e t ,  s
i=  1 1
e m e l l e t t
F ( x ( £ ) ) é F/ x Q/  + £ ci. < F / xq/ ,
é s  ez  e llen tm on d  ann ak , hogy x Q l o k á l i s  minimumhely; i g y  a 
t é t e l  á l l í t á s á v a l  e l l e n t é t e s  f e l t e v é s ü n k  h e ly t e l e n n e k  b iz o ~  
n y ú l t .
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M e g j e ^ z é B e k i '  a /  úgy t ű n i k ,  a t é t e l  á l t a l á n o s s á g á t  c s ö k k e n t i ,  
hogy  e g y e n lő s é g - t i p u s u  m e l l é k f e l t é t e l t  c sa k  e g y e t  engedtün k
m
meg. Azonban, ha Qv к = 1 , . . . , m  i l y e n e k ,  e l é g  a f) Q,
* k=l *
h a lm azt  t e k in te n ü n k ,  s a g y a k o r la tb a n  ennek a halmaznak az  
é r i n t é s i  k ú pját m e g t a l á l n i  á l t a lá b a n  nem n e h e z eb b , m int az
I
e g y e s  Qk- é t .
éppen f Q /  0 .  
t e l j e s ü l j ö n .
b /  B izo n y o s  a lk a lm azások b an  f o n t o s  t u d n i ,  hogy
n+1
J ó l  l á t h a t ó l a g  ehhez e l e g e n d ő ,  hogy í \  К. Ф $
i — 1
с /  A t é t e l  f e l t e v é s e i  k i z á r j á k  a z t  a l e h e t ő s é ­
g e t ,  hogy ú g y n e v e z e t t  " c s ü c s ö k -p o n to k a t" i s  s z á m ítá sb a  v e h e s ­
sü n k . A > ü c sö k -p o n t  t i p i k u s  p é ld á ja :  Q k é t  k i v ü l r ő l  é r i n t k e ­
ző  k ör  b e l s e j é n e k  kom p lem entere , x Q a k ö z ö s  é r i n t k e z é s i  p o n t .  
J e l ö l j e  hQ a k é t  kör k ö z ö s  é r in t ő j é n e k  i r á n y v e k t o r á t :  ez  az  
x Q pontban "majdnem l e h e t s é g e s "  ir á n y :
x Q + £  hQ £Q £> 0
de n i n c s  a hQ-nak  e g y e t l e n  k ö r n y e z e te  sem , hogy az abban l e ­
vő  p on tok ra  i s  t e l j e s ü l n e  e z .  A t é t e l  b i z o n y í t á s á b ó l  azonban  
k i t ű n i k ,  hogy ha Qn+( = X / n i n c s  e g y e n lő s é g  t ip u s u  m e g s z o r í ­
t á s / ,  akkor az i l y e n  "majdnem l e h e t s é g e s "  é s  a h a so n ló a n  é r ­
t e l m e z e t t  "majdnem c sö k k e n é s i"  ir á n y o k a t  i s  meg l e h e t  en g ed ­
n i  é s  i g a z  marad a t é t e l .
I I .  S eg éd eszk ö zö k  a D u b o v ic k ij  -  M i l j u t y i n - t é t e l  a lk a lm azá­
sáh oz
Az 1 .1 1  t é t e l n e k  az e g y e s  k on krét f e l a d a t o k r a  v a ló  a l ­
k a lm a z á sá n á l  a k ö v e tk e z ő k e t  k e l l  t e h á t  m eghatároznunk:
1 /  a m in im a liz á la n d ó  f u n k c io n á l  c s ö k k e n é s i  k ú p já t az é r ­
t e l m e z é s i  tartom án ya  p o n t ja ib a n ;
2 /  az e g y e n l ő t l e n s é g  t i p u s u  m e l l é k f e l t é t e l e k e t  adó h a l ­
mazok p o n t ja ib a n  a l e h e t s é g e s  irá n y o k  k ú p já t ;
3 /  az e g y e n lő s é g  t i p u s u  halm azok p o n t j a ib a n  az é r i n t é s i  
kúpot ;
4 /  az 1 -  3 /  pontban l e i r t  kúpokhoz az a d j u n g á l t  k ú p ot.
A D u b o v ick ij  -  M i i j u t y i n - t é t e l  a lk a lm a zá sá n a k  nagy e l ő ­
n y e ,  hogy k ü lön  l e h e t  v i z s g á l n i  az e g y es  m e l l é k f e l t é t e l e k e t  
é s  a f u n k c io n á l t :  ha egy b iz o n y o s  m e l l é k f e l t é t e l r e ,  i l l e t v e  
f u n k c io n á lr a  m e g t a lá l t u k  a k iv á n t  kúpot é s  az a d ju n g á l t  kú­
p o t ,  e z  k ö z v e t l e n ü l  a lk a lm a z h a tó  minden o ly a n  f e la d a t b a n ,  
am elyben  ugyanez a m e l l é k f e l t é t e l  vagy f u n k c io n á l  s z e r e p e l .
A k ö v e tk ező k b en  megadunk néhány ö s s z e f ü g g é s t ,  amelyek  
b iz o n y o s  f e l t é t e l e k  t e l j e s ü l é s e  m e l l e t t  l e h e t ő s é g e t  n y ú j t a ­
nak a h h o z , hogy a v á z o l t  f e l a d a t o t  m ego ld ju k .
1 .  okkeré s i  ir á n y o k
B e v ez e tő b en  e m lé k e z te tü n k  a Gateaux - é s  a F r é c h e t - f é l e  
d e r i v á l t  d e f i n í c i ó j á r a ,  m ert e z e k  a fogalm ak a la p v e t ő e n  fo n ­
t o s a k  a to v á b b ia k b a n .
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2 .1  D e f i n í c i ó :  l e g y e n  X l i n e á r i s  v e k t o r t é r ,  F : X — az  F 
f u n k c io n á l  d i f f e r e n c i á l h a t ó  a h £ X  irá n y  m entén az x Q€X p o n t ­
ban, ha l é t e z i k  az
F /x Q + í h /  -  F /x Q/
F ’ / x  , h /  : = l im   ------------ ~
° £-9+0 ^
ú g y n e v e z e t t  G a t e a u x - f é le  d e r i v á l t .
2 .2  D e f i n í c i ó :  l e g y e n  X és Y B a n a c h - té r ,  P : X —=>Y; a P l e k é ­
p e z é s  d i f f e r e n c i á l h a t ó  az x 0Gx p on tb an , ha l é t e z i k  P ! / x o / £  
o£ / X , Y /  ú g y n e v e z e t t  F r é c h e t - f é l e  d e r i v á l t  ú g y ,  hogy V h C X - r e
P /x Q + h /  = P /x 0 /  + P » /x 0 /  h + r / x Q, h / ,
a h o l  I r / x 0 ,h / | |  = о/IIh ||/  (" k is  ordó" || h | | ) .
Megjeg^zésj^ ha Y = Ф, azaz P f u n k c io n á l ,  akkor t e r m é s z e t e s e n  
P » /x 0 /G X *
E zután r á té r h e tü n k  a c s ö k k e n é s i  irá n y o k  kúpjának t a n u l ­
m ányozására; j e l ö l j e  К _ a m in im a liz á la n d ó  F f u n k c io n á l  c s ő k -cs
k e n é s i  k ú p já t  az x Q£ X  pontban .
2 .3  Á l l i t á s ;  ha h £ K cs és 3 F , / x o , h / ,  akkor F * /x 0 , h /  «СО.
B iz o n y í t á s  ; a c s ö k k e n é s i  ir á n y o k  é s  a G a t e a u x - d e r iv á l t  d e f i ­
n í c i ó j á b ó l  k ö z v e t l e n ü l  ad ó d ik .
2 .4  Á l l i t á s :  ha X B a n a ch -té r  é s  F L i p s c h i t z - f e l t é t e l n e k  t e s z  
e l e g e t  x Q£ X  egy  k ö r n y e z e té b e n ,  a z a z  3 LQ у 0 é s  fb> О ''‘-я 
|F /x  /  -  F /x 2 / |â ib  U Xj -  x 2 U V o ly a n  Xj é s  x 2 G X - r e ,  hogy  
1*1 -  X 0 | |  é £ 0 ,  I I  x 2 -  x 0 | | í £ . 0 , to v á b b á ,  ha F ’ / x o ,h 0 / < 0 , 
akkor h0 6 K c a .
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Bimen y i t á s  :
3 S >  О
i  : = I'’ A 0 ,h 0 / .
Az ir á n y m e n t i  d e r i v á l t  d e f i n i c i ó j á b ó l  k ö v e t k e z ik ,  hogy  
F /x Q + £ h o /  ú F /x Q/  -  ~ ~  , ha О  ^ c £ , .
Legyen h £ X  o ly a n ,  hogy jj h  -  h íj á  ------h ou 4 ^ ek k o r , ha
0 ^ 1 ^  min {£c ,£л } }
akkor
F /x Q + í h /  4 F / x 0 + £ h o /  + ftiUh -  6 hQ|| á
4 F / x  /  -  + íb£ = F /x  /  -  ,
° 2 4fó ° 4
v a g y i s  hQ egy  t e l j e s  k ö r n y e z e té r e  f e n n á l l  a k iv á n t  e g y e n l ő t ­
l e n s é g ,  s  i g y  h QE KcSi
2 .5  T é t e l :  ha X B a n a c h - té r ,  F L i p s o h i t z - f e l t é t e l n e k  t e s z  e l e ­
g e t  xq £ I  egy k ö r n y e z e té b e n ,  3 F * / x 0 , h /  V h £  X -re  é s  F s/ x 0 , h /  
m..i.nt h fü g g v én y e  konvex f u n k c i o n á l ,  akkor
Kcs = { h :  F 7 x 0 , h /  c  0 } .  ф
B i z o n y í t á s :  a 2 . 3  és 2 .4  á l l i t á s b ő l  a z o n n a l  k ö v e t k e z ik ;
tovább á  ig e n  e g y s z e r ű  m eggyőződni a r r ó l ,  hogy t e t s z ő l e g e s  C 
konvex f u n k c io n á ln a  az { x :  С / х / ^oC)halmaz konvex .
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2 . 6  T é t e l :  l e g y e n  F konvex é s  f o l y t o n o s ;
ekkor  3 F * / x 0>h /  V h £ X  és  Vx QGX,
F / xq + l /  = F /x 0 /  + F , / x q , h / ,
Kcs  = {h :  F ’ / x 0 , h /  <■ 0 } é s  Kcg k on vex  halm az.
B i z o n y í t á s ;  r ö g z í t s ü k  az x Q é s  h e le m e k e t ,  é s  v i z s g á l j u k  a
f  / £ /  : = F /x 0 + í h /
e g y v á l t o z ó s  f ü g g v é n y t .  F t u la j d o n s á g a i  m ia t t  ^ f o l y t o n o s  é s  
konvex; a k o n v e x s é g b ő l  k ö v e t k e z ik ,  hogy CKXm  é s  í  > 0 e s e t é n
-  f / о / 4  /  *
U  £
A f e n t i  e g y e n lő t l e n s é g b e n  J" : = X£^£ m e l l e t t  r ö g tö n  l á t h a t ó ,  
h o g y 0 / £ /  monoton csökk en  £  c s ö k k e n é s é v e l .  Továbbá a
0 = ' ^   ^ ( - 4 )  + g. ' £ k o m b in á c ió v a l  k i f e j t v e  < p /0 / - t  a
k o n v e x i t á s  s z e r i n t ,  a z t  k ap ju k , hogy
y / í l  -  f / 0 /- > j > / - \ / - y l 0 /
v a g y i s  0 / £ /  a l u l r ó l  k o r l á t o s ,  i g y  
3 F * / x _ ,h /  = l im  Ф / а .
0 £ -7  0
Ha © . - b a n  £  = 4 é s  Л -7+0, n y e r jü k :
F ’ / x 0 , h /  á  F /x 0 + h /  -  F / x 0 / .
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A fu n k c io n á l  d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g á r a  v o n a tk o zó  á l l i t á s o  
k á t  t e h á t  b e l á t t u k .
Legyen egy h £  X -re  P * / x _ , h  /   ^ 0; ez  a d e f i n í c i ó  sze-О о о
r i n t  a z t  j e l e n t i ,  hogy  3 8 q> 0 ,  am elyre
-cT Î = P /x Q + 6 Qho /  -  P / x Q/ x o .
Lévén P f o l y t o n o s ,  3 hQ-nak  o ly a n  U k ö r n y e z e t e ,  hogy
+ í oh o /  ~ F /x o + £oh / 4 (h £ u ) ,
<ГФ F /x 0 + í Qh /  = P / x 0 /  -  §  .
E zu tán  F k o n v e x s é g é b ó l ,  ha 0 < í ^ í o , k ö v e t k e z i k ,  hogy
P /x  + £ h /  4 (1 -  j ~ )  P fx  ) + F /x  + U / ü p / x  /  -  ,
a z a z  h0 ÊKc a ; a 2 , 3  á l l í t á s b ó l  már adód ik  az  e l l e n t é t e s  i r á ­
nyú t a r t a lm a z á s ,  v a g y i s  v é g ü l  К = { h: P s/ x n , h /  < 0 ) .
V é g e z e tü l  F kon vex  v o l t á t  k ih a s z n á lv a ,  ha f e l i r j u k  az 
i r á n y m e n t i  d e r i v á l t a t  a d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t ,  azon n a l l á t s z i k ,  
h ogy  P * /x  , h /  k o n v ex  h -b a n ,  s  i g y  a 2 .5  t é t e l  b iz o n y í tá s á b a n  
s z e r e p l ő  i n d o k l á s s a l  К _ i s  k on vex .
2 .7  T é t e l ;  ha X B a n a c h -té r  é s  P F r é c h e t - d e r iv á l h a t ó  az x Q6 X 
p o n tb a n , akkor К a = {h : К F ’ / x  / , h  ><0}  é s  К konvex halm az.Cö О Си
B i z o n y í t á s ;  a 2 . 3  é s  2»4 á l l i t á s  követk ezm én yek én t adód ik  Kc3 
a l a k j a ,  s ez a halm az vagy  f é l t é r ,  vagy ü r e s ,  t e h á t  minden­
képp en  konvex.
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2 . _Le_het£é£e£ irá n y o k
J e l ö l j e  K-, az  x  £Q pontban a Q-ra vonattrozóan l e h e t s é -1 O Q
g e s  irán yok  k ú p j á t .  Mint már m e g je g y e z tü k ,  c sa k  a Q /  jÜ e s e ­
t e t  érdemes v i z s g á l n i ,  mert k ü lön b en  a szó b a n  fo r g ó  kúp ü r e s  
tovább á  v i l á g o s  az  i s ,  hogy c sa k  az az e s e t  é r d e k e s ,  am ikor  
x Q a Q h a tárán ak  e le m e , egyéb k én t u g y a n is  К, = X.
V iz s g á l j u n k  e l ő s z ö r  o ly a n  h a lm a zo k a t , am elyek
Q = { x: G /x /  4 >s }
a lak b an  vannak megadva, a h o l  G v a la m e ly  f o l y t o n o s  f u n k c io n á l  
ekkor n y i lv á n  G /xQ/  = X a h a t á r  V x Q e le m é r e .
J e l ö l j e  Kg a f u n k c io n á l  c s ö k k e n é s i  k ú p já t  az x Q pontban
2 . 8  Á l l í t á s  : KQ <= Kg.
B iz o n y í t á s  : ha hQ£ K g ,  akkor a d e f i n í c i ó  s z e r i n t  3 U k ö r n y e ­
z e t e  a hQ-nak  é s  3 £ Q> 0
G/x0 + £ h / < G / x o /  ( V h G U  é s  0 * l * í Q) ,
v a g y i s
x Q + £ h £  Q.
2 . 9  Á l l i t á s :  ha 3 G V x Q, h /  ( V h £ x )  é s  konvex h -b a n , to v á b b á  
3 h Q£ X  G’ / x o ,h Q/  < 0 ,  akkor
Kx c (h :  G»/x0 , h / <  0 } .
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B iz o n y í t á s  ; l e g y e n  h £  ; ekkor 3 l Q > 0 ^
x Q + £ h G Q  ( 0 < 6 <  6Q) s
a za z
G/x0 + 6  h /  4 G/x0 /  (0  < £ < £0)  ,
é s  eb b ő l
Gs/ x 0 , h /  4  0 .
Továbbá l é v é n  n y i l t , 3 h -n ak  U k ö r n y e z e te  ^  U<=K- ;^ 
v á la s s z u n k  o ly a n  A > 0  szám ot, hogy
h.A : = h  -  Л / h  -  h /  £ U
t e l j e s ü l j ö n .  Ekkor
G V x 0 , h ,  / 4  0 ,
é s  az irá n y m en t i  d e r i v á l t  k o n v e x s é g é b ő l  :
G V x 0 , h /  = G>( x0> - j h  h x + ^  h0 ) S
* т Ь [  ° ’ / х 0 ,Ь /  + - X j  G V x 0 ,h 0 /  X 0 .
2,1.0 T é t e l ;  t e l j e s ü l j ö n  a k ö v e tk e z ő  három f e l t é t e l  k ö z ü l  v a ­
la m e ly ik :
а /  X B a n a c h -té r ,  G L i p s c h i t z - f e l t é t e l n e k  t e s z  e l e g e t  x Q egy  
k ö r n y e z e té b e n ,  3 G * /x 0 , h /  ( V h £ x )  é s  konvex h -b a n , 3 hQ £ X 
ú g y ,  hogy G»/xo , h o / < 0 ;
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Ъ/ G f o l y t o n o s  konvex f u n k c io n á l  é s  ] x é X  G/ х /  < G /xo / ;
с /  X B a n a c h -té r ,  G d i f f e r e n c i á l h a t ó  x Q-b a n  é s  G*/ x Q/  /  0 ,  
ekkor
Kx = KQ = {h :  G»/x0 , h /  <  0 } .
B iz o n y í t á s  : a z o n n a l  k ö v e t k e z ik  az e lő z ő  k é t  á l l í t á s b ó l ,  v a l a ­
m int a 2 . 5 ,  2 . 6  é s  2 . 7  t é t e l e k b ő l .
V égül nézzünk meg egy e s e t e t ,  am ikor a m e l l é k f e l t é t e l t  
nem f u n k c io n á l  Í r j a  e l ő :
2 .1 1  T é t e l :  l e g y e n  Q konvex halm az, ekkor
о
K1 = { h: h = \  / x  -  x Q/ ,  x £ Q ,  * > 0 } .
A b i z o n y í t á s  m a g á tó l  é r t e t ő d i k .
3 » „ É r in t é s i  irá n y o k
J e l ö l j e  az  x  € q pontban a Q halm az é r i n t é s i  k ú p j á t .c U
B iz o n y í t á s  n é l k ü l  k özlün k  egy  t é t e l t ,  am ely ig e n  j ó l  
h a s z n á lh a tó  az  é r i n t é s i  kúp m e g h a tá r o z á sá n á l .  A t é t e l  b i z o ­
n y í t á s a  nem t ú l s á g o s a n  e g y sz e r ű :  ez  az  a p o n t j a  az e l m é l e t ­
n e k ,  am ely e le m i  e s z k ö z ö k k e l  h o z z á f é r h e t e t l e n .  A b i z o n y í t á s ­
s a l  k a p c s o la tb a n  az iro d a lo m ra  u ta lu n k  [ 2 ] .
2 .1 2  T é t e l :  l e g y e n  X és  Y B a n a c h -té r ,  P £ X  —?Y, P /x  /  = 0;  
l e g y e n  P f o ly t o n o s a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó  az x Q egy  k ö r n y e z e t é ­
ben é s  le g y e n  P V x Q/  r á k é p e z é s  / s z ű r j e k c i ó / .  T ek in tsü k  a
Q = { x : P / x /  = 0 }  h a lm a z t .  Ekkor
Ké = {  h: < P ’ / x 0 / , h >  = 0 } .
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4 . „ A d ju n tá it_ k u p o k
Az a d j u n g á l t  kúpok á l t a l á n o s  t u l a j d o n s á g a i ,  am elyeket  
ebben  a r é s z b e n  ig e n  s o k s z o r  id é z ü n k , az A. F ü gge lék b en  t a ­
l á l h a t ó k  meg. A to v á b b ia k  tan u lm án yozása  e l ő t t  c é l s z e r ű  l e g ­
a l á b b i s  á t f u t n i  a f ü g g e l é k e t .
2 . 1 3  Á l l i t á s ;  L egyen  К cX  l i n e á r i s  a l t é r .
Ekkor K* = ( f G X ’ : < f , x >  = 0 V x € K  } /К* а К a n n u l l á t o r a / .
B i z o n y í t á s  : l e g y e n  f GX* é s  te g y ü k  f e l ,  hogy  3 x £ K  ^
< f , x >  > 0;  m iv e l  - x G K  s z i n t é n ,  < f , - x >  = -  < f ,x >  <0
= >  f  фк*
2 .1 4  Á l l i t á s :  l e g y e n f G X ’ ;
a /  Kj : = { x £ X  : < f , x > = 0 } , ekkor K* = { Af ,
b /  Kg: = { x GX : < f , x > •ч
0All ekkor Kg = {Af , Oá A < <*=>




ha f  = 0 
ha f  0 0 ,
Bizonyítás :
a /  ha g £ K j  , akk or  a 2 .1 3  á l l i t á s  s z e r i n t  <g ,x>  = 0 (Vx £ 
=£* g = A f, -  < Л <0-^
b /  l é v é n  K j C K 2 , K2 c K j  / I d .  F . 4 . /  így ha > f £ K 2 és
X < f ,x> > 0 = >  A à 0;
с /  ha f  = 0, akk or K^ = 0 é s  i g y  = X ’ ;
ha f 0 0, akkor = Kg és igy = Kg /Id. F.6./.
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A konvex  halmazok j e l e n t ő s  s z e r e p e t  j á t s z a n a k  az e g é s z  
e lm é le t b e n .  A konvex h a lm azokk al k a p c s o la t o s  k ö v e tk e z ő  t é t e l  
i s  f o n t o s  a lk a lm a z á s t  n y e r  a k é ső b b ie k b en .
2 . 1 5  T é t e l :  X l o k á l i s a n  kon vex  v e k t o r t é r ,  Q c X  z á r t  konvex  
halm az; j e l ö l j e ,  m int korább an , i l l e t v e  K-^  az x Q £ Q p o n t­
ban a halm az é r i n t é s i  k ú p j á t ,  i l l e t v e  l e h e t s é g e s  ir á n y a in a k  
k ú p já t ;  tovább á
Q* := { f  £ X* : < f ,x > ^ < f ,x Q> , V x £ Q }  / v a g y i s  Q* az x Q- b e l i
tá m a s z tó s ik o k  f u n k c io n á l j a in a k  h a lm a z a /.
„ * о *
Ekkor = Q , é s  ha Q /  0 ,  akkor = Q .
B i z o n y í t á s  : le g y e n  f £ Q  é s  h € K ^ ;  az é r i n t é s i  ir á n y  d e f i n í ­
c i ó j a  s z e r i n t  3 £,Q> 0 •—
x / £ / : =  x Q + £ h  + r / £ /  £Q (0<£. ^ t 0) ,
a h o l  r / 6 / £ X  o ly a n ,  hogy a n u l lá n a k  VU k ö r n y e z e té h e z  
Э£<и> о “V ( L ) / í  £  U V 0 < £ . < 6 U e s e t é n ,  í g y  t e h á t ,  l é v é n  
< f , x / ó / > ^  < f ,x Q> ,
< f ,h >  = < f . x / £ / >  -  < f , x Q> _ <£i1 Л Л  > _ < f j  z Z iZ )  .
£ £ £
Könnyű b e l á t n i  r / £ /  t u l a j d o n s á g a i b ó l ,  hogy l im  ( f ,  )£-»+o £
= 0 ,  s  i g y  <f,h> к 0 ,  a zaz  f £ K ?  .
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*
V is z o n t ,  ha f é K '  é s  x £ Q ,  akkor h := x  -  x 0 é r i n t őG О
x Q-b a n ,  mert
x / £ /  := x 0 + £ h  = (1 -  £  )xQ + £ x £Q 
a  k o n v ex ség  m i a t t ;  i g y  t e h á t
0 é  <f ,h ) = < f  ,x> -  < f  , x o> ,
am i épp az t  j e l e n t i ,  hogy f € Q  , s e z z e l  b e l á t t u k ,  hogy K-=Q .
о
Továbbá, ha Q /  0 ,  akkor a 2 .1 1  t é t e l  s z e r i n t
о
K-, = { h  : h = A /x  -  x Q/ ,  0 ,  x  £  Q }
ft
s  i g y ,  ha f £ K , ,  akkor  Л = 1 é r té k h e z  t a r t o z ó  é r in t ő k e t  t e ­
k i n t v e
< f 5x> к < f , x 0> (x é Q)
~ő
a d ó d ik .  M ivel Q = Q / e z  a konvex halm azok e le m i  t u l a j d o n s á g a / ,  
f  f o l y t o n o s s á g á b ó l  a z t  k a p ju k , hogy
< f ,x >  > < f ,x Q> ( x £ Q ) ,
a z a z  f  £Q ; t e h á t  b e l á t t u k ,  hogy K-^C Q .
V isz o n t  Kj CK^ / l d .  1 . 8  á l l i t á s / ,  i g y  / I d .  P . 4 . / ,
a a t é t e l  e l s ő  r é s z é b ő l  már k ö v e t k e z ik ,  h o g y  K? = Q , i g y  
Ка  =>Q , és  ez az e l ő z ő v e l  e g y ü t t  megadja a  k iv á n t  ered m én yt.
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I I I .  Az á l t a l á n o s  e lm é le t  a lk a lm a z á sa  a p e c i á l i s  e s e t e k r e
l ._ A _ k la £ s z ik u s  f e l t é t £ l £ s _ s z é l s 6 é r t £ k - f £ l a d a t _ é _ s  a nem l i n e -  
á r is_ p r °£ r a m o z á s
A problém a m egfogalm azása:
a d o t t  Rn ~en az F é s  a ( i  = 1 , m) v a l ó s  fü g g v é n y .
Q± : = { X €  Rn : G±/ x /  i  0 } ( i  = 1 , . . . ,  k) ,
Qi := { X £ R n : G ^ x /  = 0 } ( i  = k+ 1 , . . .  ,m) .
m
K eresendő az F minimuma a Q : = П Q- halm azon.
i= l  1
Ez az á l t a lá n o s a b b  m egfogalm azás к = 0 e s e t é n  a f e l t é t e ­
l e s  s z é l s ő é r t é k ,  к = m e s e t é n  a nem l i n e á r i s  program ozás f e l ­
a d a tá t  ad,ja v i s s z a .  A k l a s s z i k u s  f e la d a to k n a k  m e g f e l e l ő e n  t e ­
gyük f e l ,  hogy F é s  G ^(i = l , . . . , m )  f o ly t o n o s a n  d i f f e r e n c i á l ­
h a to k  v a la m e ly  T tartom ányban.
Az á l t a l á n o s  program s z e r i n t  e l ő s z ö r  meg k e l l  t a lá ln u n k  
az F c s ö k k e n é s i  k ú p já t  é s  ennek a d j u n g á l t j á t  V x c £  T pon tban ;  
e g y e lő r e  z á r ju k  k i  az F ’ / x 0 /  = 0 e s e t e t .  Ekkor
Kcs = { h £ R n : < F ’ / x 0 / , h >  < 0 }  / l d .  2 .7  t é t e l / ,
Kcs = { ^ o F , /X o /  , 0 } / l d .  2 .1 4  t é t e l / .
A k ö v e tk e z ő  tee n d ő  az e g y e n l ő t l e n s é g - t i p u s u  m e l l é k f e l t é ­
t e l e k  l e h e t s é g e s  ir á n y a in a k  é s  a m e g f e l e l ő  a d ju n g á lt  kúpoknak  
a m eg h a tá ro z á sa .  J e l ö l j e  ^  a Qi  ( i  = l , . . . , k )  halmaz l e h e t ­
s é g e s  ir á n y a in a k  k ú p já t  az x Q£ Çb 0  T pon tban .
-  26 -
í g y ,  ha
G^/xq/  < 0 ,  akk or  = IRn / x Q b e l s ő  p o n t ! /
é s  K* = {0} ;
ha й ^ /х 0 /  = 0 é s  G | / xq/  /  0 ,  akkor
Ki  = { h £ Rn : < G ! /x 0/ , h >  < 0 } ( i  = l , . . . , k ,  l d .  2 . 1 0 ) ,
Ki  = í - > i Gi / x o /  ’ * i * ° )  / l d * 2 . 1 4 / ,
é s  e g y e lő r e  t e k i n t s ü n k  e l  а G ^/xo /  = G?/x /  ~ G l e h e t ő s é g t ő l .
V é g e z e tü l  a z  e g y e n lő s é g  t i p u s u  m e l l é k f e l t é t e l e k  é r i n t ő ­
i r á n y a i :  mint t u d j u k ,  e g y ü t t e s e n  k e l l  néznünk az i l y e n  f e l ­
t é t e l e k e t ,  azaz  
m
a Q := Г\ Q- ha lm az é r i n t é s i  k ú p já t  k e l l  m eg ta lá ln u n k  
°  i= k + l  1
V x q £  Qq 0 T p o n tb a n .  Ezt a 2 .1 2  t é t e l b ő l  kapjuk meg, ha f e l ­
t e s s z ü k ,  hogy G ?/x q/  ( i  = k + l , . . . , m )  l i n e á r i s a n  f ü g g e t l e n e k .
Az i d é z e t t  t é t e l  j e l ö l é s e i t  a lk a lm a z v a  a m o sta n i  e s e t r e  Y = IR , 
P = { G^, i  = k + 1 , . . .  ,m } és  a G.?/xo / - k  l i n e á r i s  f ü g g e t l e n s é g e  
j e l e n t i  a z t ,  h o g y  P * /x 0 /  s z ü r j e k c i ó .  í g y  t e h á t
Ké = í h G R n  : < Gi / x 0 / , h >  = 0 ,  i  = k + l , . . . , m } .
m
Az a d ju n g á l t  kúp m egh atározásáh oz  Í r ju k  K- = П К. ,
e i= k + 1 1
( h G R n  : <G^/xQ/ , h >  = 0} ( i  = k + l , . . . , m ) ,
a h o l
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é s ,  m int a 2 .1 4  t é t e l b ő l  tu d ju k ,
к* = { \ g£ / xo / ,  R } .
N y i lv á n v a ló a n  ( i  = k + l , . . . , m )  z á r t  halm azok, é s  
m *
. 0  Ki  m~ d im e n z ió s  a l t é r ,  ig y  s z i n t é n  z á r t  IR -b e n , e n n é l -  i= k + 1 ki­
fo g v a  a lk a lm a zh a tó  F .9  következm énye, s  e z z e l  n yerjü k:
m
Ké = { f  GRn : f  = С  ъ±Ц / х 0 / ,  R }e n i= k + 1 1 1 0  1
Ö ssz e v e tv e  e re d m én y e in k e t ,  a D u b o v ic k ij  -  M i l j u t y i n - t é -  
t e l  s z e r i n t  annak s z ü k s é g e s  f e l t é t e l e ,  hogy F az xQG Q 0 T 
pontban minimumot é r j e n  e l  a z ,  hogy l é t e z z e n  ^  ( i  = 0 ,  1 , . . .  ,m) 
nem mind n u l l a ,  0 ( i  = о , 1 , . . .  ,k) ú g y ,  h.ogy
m
AqF V X q/  + C  \ G ? / x 0 /  = 0 .  ®
A k ap ott  e g y e n l e t  j ó l  i s m e r t ,  ?^-к az ú g y n e v e z e t t  L ag-  
r a n g e - f é l e  s z o r z ó k .
V iz s g á l j u k  meg azok at  az e s e t e k e t ,  a m ely ek e t  e d d ig  k i ­
z á r  t\xnk:
ha F ’ / x  /  = 0 ,  akkor = 1 ®s  \  =
ha  G?/xQ/  = G Í/xq/  = 0 ( i  = l , . . . , k ) ,  akkor Aj_ = 1 ,
Aj = 0 ( j  ф i )  ;
ha G | /x Q/ - k  l i n e á r i s a n  ö s s z e fü g g ő k  ( i  = k + 1 , . . . ,m)
akkor A- = 0 (j Ф i )
J
m
és A. o ly a n ,  hogy C  \  G?/ x  /  = 0 
1 i= k + 1 1 1 0
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v á l a s z t á s s a l  u g y a n csa k  f e n n á l l  a ®  e g y e n l e t ,  t e h á t  a szü k ­
s é g e s  f e l t é t e l n e k  e z  a form ája  á l t a l á n o s  é r v é n y ű .
2 .  _A _var iájc i  6 s  zárni tjás mint __o jót im á l i s _ i r á n y  i t  á s
A f e l a d a t  m egfoga lm azása :
V ezessük  be ebben a r é s z b e n  a r ö v id s é g  k e d v é é r t  a C : =
= c / n^ (tQ, t^] é s  L ^ :  = L/ ^  [ t o , t j ]  j e l ö l é s t ,  é s  l e g y e n  X : = 
= С X , m elyn ek  e le m e it  / x , u /  formában j e l ö l j ü k .  S zok ásos  
e l n e v e z é s :  x  (t)  a f á z i s t r a j e k t ő r i a ,  u (t) az  i r á n y i t á s  és  
x ( t ) ,  u ( t )  a f o ly a m a t ,  a t  param éter p e d ig  az i d ő .
Legyen az X -e n  é r t e l m e z e t t  F fu n k c io n á l  a k ö v e tk e z ő :
t .
F / x , u /  : = /  Ф^х/ t / , u / t / , t )  d t ,
t o
a h o l  X X R— a d o t t  fü g g v én y . A m e l l é k f e l t é t e l t
az a l á b b i  halm azok adják meg:
Q. : = С X {u  € 1 ^  : u / t / G M ^  V t €  D 0 » t  J"] } ,
a h o l  M m egadott halm az IRm-b e n .
о
Q2 : * { / x , u /  : x  = / x , u st / ,  x / t Q/  = c q , x / t { /  = c { } ,
f  ^-Rn X ^m X e n acio ^  ^  függvény  »
K eresendő a z  F minimuma a Qj П Q2 halm azon .
a h o l
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Ha n = m = 1, f > / x , u , t / = u  é s  M = R,  akkor a k l a s s z i k u s  
v a r i á c i ó s z á m i t á s  l e g e g y s z e r ű b b  f e l a d a t á t  kap juk ; ennek m eg fe ­
l e l ő e n  tegyü k  f e l  a k ö v e tk e z ő k e t :
о
a /  M z á r t  konvex ha lm az , M £ 0;
Ь / ХФ é s  >p f o ly t o n o s a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó  az  e l s ő  k é t  v á l t o z ó j u k ­
ban;
с /  Ф és  m érhető a harm adik v á l t o z ó j u k b a n .
Járju n k  e l  az á l t a l á n o s  séma s z e r i n t ,  s  ennek m e g f e l e l ő ­
en  bon tsu k  l é p é s e k r e  a f e l a d a t o t .
A f u n k c io n á l  c s ö k k e n é s i  kú pja
А Ф- r e  k i r ó t t  f e l t é t e l e k  m e l l e t t  F d i f f e r e n c i á l h a t ó  é s
*1 _
< P V x 0 ,u 0 / , / E , u / > =  / [ ( ф x ( x 0 / t / , u 0 / t / , t )  , x / t / )  R + < Ф и , и ) к  ] d t , ®
t Q n m
a h o l  az in te g r a n d u s  m ásodik  ta g já b a n  u gyan azok  az argum entu­
mok s z e r e p e l n e k ,  m int az  e l s ő b e n ,  s  ig y  a r ö v id s é g  k e d v é é r t  
e lh a g y tu k  ő k e t;  a k é ső b b ie k  so r á n  i s  a lk a lm a zzu k  majd e z t  a 
r ö v i d í t é s t .  A form ula  b i z o n y í t á s a  roppant e g y s z e r ű :
_  _  1 1 _  _
F /x 0 + x , u Q + u /  - P / x 0 ,u Q/  = / [ ф ( * 0Л /  + x / t / , u Q/ t /  + u / t / , t ) -
t o
ф(х0Л Ь /,и0 Л / , ^ ]  d t .
Az in te g r a n d u s  Ф d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g a  k ö v e t k e z t é b e n  f e l í r h a t ó  
m i n t ®  in te g ra n d u sá n a k  é s  egy  о ( | x / t / |  + i u / t / | )  tagnak  ö s z -
s z e g e ,  a h o l  I I az e u k l i d e s z i  normát j e l ö l i  mind Rn-b e n ,  mind  
Rm- b e n .  Ebből a 2 .2  d e f i n í c i ó t  f ig y e le m b e  v é v e  s z i n t e  a z o n n a l
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a d ó d ik  a k iv á n t  eredm ény. í g y  2 .1 0  t é t e l b ő l  tu d ju k  a c sö k k e ­
n é s i  k ú p o t ,  s ennek m e g f e l e l ő e n  2 .1 4  s z e r i n t ,  ha К 0 /  0
С  о
Ko* ! = C  = ( -  V ’ /* 0 * UO/  !
A Qj halmaz l e h e t s é g e s  i r á n y a i
J e l ö l j e  Qj a Q d e f i n í c i ó j á b a n  s z e r e p l ő  h a lm a z t ,  azaz
A  A  °
Qj = С X Qj . Qj z a r t  konvex halm az -b e n  é s  Qj /  0 /М t u -
o
l a j d o n s á g a i  m i a t t / ,  i g y  Q z á r t  konvex halm az X-ben és  Q = 
о
С X Qj / 0 .
í g y  a l e h e t s é g e s  ir á n y o k  k ú p ja  az / x Q,u Q/  p on tb an  Kj : = Kj =
A A /\
= С X Kj a la k ú , a h o l  Kj a Q} l e h e t s é g e s  i r á n y a in a k  kúpja az  
u Q p on tb an . Ezek s z e r i n t
K* = {0} XK*.
E g y e lő r e  e l h a l a s z t j u k  K* m e g h a tá r o z á sá t;  a k ésőb b iek b en  
v i s s z a t é r ü n k  r á ,  s  m e g lá t j u k ,  hogy egy k i s s é  m ó d o s í t o t t  f e l a ­
d a t t a l  h e l y e t t e s í t h e t j ü k .
A Q2 halmaz é r i n t ő i r á n y a i
V ezessü k  be a P: X -  Y , Y : = С X Rn l e k e p e z e s t  ú gy ,  
hogy P / x , u /  ;= I x / • /  -  c0 -  /  ( x / t / , u / t / , t ) d t ; x / t j /  -  C j j .
о
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A f e l a d a t  m egfogalm azásában  s z e r e p lő  d i f f e r e n c i á l e g y e n ­
l e t e t  i n t e g r á l e g y e n l e t t é  á t i r v a  r ö g tö n  l á t s z i k ,  hogy
Q2 = { / x , u /  : P / x , u /  = 0 } .
A P le k é p e z é s  a p - r e  t e t t  k ik ö t é s  m i a t t  f o ly t o n o s a n  
d i f f e r e n c i á l h a t ó  é s
P V x 0 , u 0 /  / X , « /  =
= ( x / . /  -  i [ < f x (x0 / t / , u 0 / t / , t ) , x / t / >  
t o
E r r ő l  t e l j e s e n  h a so n ló a n  l e h e t  m eggyőződn i, m int a z t  az  1/  
pontban  t e t t ü k .  Ahhoz, hogy a 2 .1 2  t é t e l t  a lk a lm a z h a ssu k ,  
a z t  k e l l  tudnunk, P * /x  ,u Q/  m i ly e n  f e l t é t e l e k  m e l l e t t  s z ü r -  
j e k c i ó .  Ha a z ,  akkor a t é t e l  s z e r i n t  az / x , ü /  é r i n t ő i r á n y o k ,  
P ’ / x 0 ,u 0/  f e n t i  a la k j á b ó l  j ó l  lá t h a t ó a n ,  k i e l é g í t i k  az ú g y ­
n e v e z e t t  v a r i á c i ó s  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t :
• '
*  ■ * + f u / x o >uo t /  l[. 2.1
x / t 0 /  = 0 
s e z e n  f e l ü l  még
x / t j /  = 0 2 . 2
i s  t e l j e s ü l .
J e l ö l j e  D a z t  a ha lm azt IRn -b e n ,  a m e ly e t  a v a r i á c i ó s  
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  m e g o ld á s a i  a t j  p á r á m é té r é r té k n é l  e l é r ­
nek az  ö s s z e s  l e h e t s é g e s  i r á n y i t á s  m e l l e t t ,  a zaz
V+ <Pu ’u r^J  d t;  x / t  l / )  *
D : = { x / t j /  : x / . /  k i e l é g i t i  ( 2 . 1 ) - t ,  u G L ^ }
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p , / x 0 ’u0 /  a k k o r  r á k é p e z é s ,  ha D = Ед  / " t e l j e s  i r á n y í t h a ­
tó s á g "  f e l t é t e l e / .  Ennek ig a z o lá s á h o z  vegyünk egy  t e t s z ő l e g e s  
( a / . / ,  b) £  Y e le m e t ;  ekkor
9
z / . /  := a / . /  + /  <px (x 0 / t // , u o / ' t / , r )  z / r /  dü £C,
t o
é s  a t e l j e s e n  i r á n y í t h a t ó s á g  m ia t t  
У/ t /  = f x ( x o / t / , u 0 / t / , t )  y / t /  
y / 0 /  = 0 ,
y / t , /  = b -  z / t , / ;
e z u t á n ,  ha X := y + z ,  e g y s z e r ű  b e h e l y e t t e s í t é s s e l  l á t h a t ó ,  
hogy
P /x Q, u o /  / x , ü /  = ( a / . / ,  b ) .
Tegyünk egy  k i s  k i t é r ő t ,  am ely h a szn o s  l e s z  a k é s ő b b ie k ­
ben« E lé g s é g e s  f e l t é t e l t  t a l á l u n k  a r r a ,  hogy  a v a r i á c i ó s  d i f ­
f e r e n c i á l e g y e n l e t  t e l j e s e n  i r á n y í t h a t ó  l e g y e n .
3.1 Állitás; h a V y  /t/-re, amely a
Y = -  f x ( V t / »uo / t / ’ t) y  C2 - 3)
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  nem n u l l a  m ego ld ása ,
p ; ( x o / t / , uo / t / , t )  y / t /  * о
t e l j e s ü l ,  akkor az  ( 1 .1 )  r e n d s z e r  t e l j e s e n  i r á n y í t h a t ó .
3 u £ L o o  é s  у £ C
+ f u ï ï >
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B i z o n y í t á s :  ^x ( x 0 / t / , u Q/ t / ,  t )  = : A / t / ,
Tegyük f e l ,  hogy az á l l i t á s  nem i g a z ,  v a g y i s  D /  Rn . M iv e l  D 
l i n e á r i s  a l t é r  / a  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  l i n e a r i t á s á b ő l / ,  i g y  
3 0 /  a G Rn **
< a , x / t , / > R = 0 (V x/1 j/  é d ) .
Legyen у / t /  az (2 .3 ) r e n d s z e r  m egold ása  y / t  j /  = a f e l ­
t é t e l l e l .  M iv e l  a /  0 ,  у / t /  ф 0 .  Ekkor ( ? . l ;  V x / 1 /  m e g o ld á sá r a
o = J  <л(гА / + a* / t / ^ / t / ,  5E/t />  ^ dt  =
= -  /  <B* / t / - v | r / t / ,  ï ï / t / >  R d t ,
uo
am int a r r ó l  p a r c i á l i s  i n t e g r á l á s s a l  könnyű m eggyőződ n i.  Lévén  
a jobb o l d a l o n  ï ï ^ L ^  t e t s z ő l e g e s ,  ez a z t  j e l e n t i ,  B * / t / y / t /  = 
= 0 (v t e [ t 0 , t | j ) ,  s ez  e l le n tm o n d  az e r e d e t i  f e l t e v é s n e k .
A most k a p o t t  eredmény i g e n  j ó l  k e z e l h e t ő  m ód szert i s  ad 
annak e l d ö n t é s é r e ,  t e l j e s e n  i r á n y i t h a t ó - e  a r e n d s z e r  v a g y  sem: 
meg k e l l  k e r e s n i  az (2 . 3)  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t - r e n d s z e r  Y  / t /  
m e g o ld á s - a la p r e n d s z e r é t ,  a z u tá n  k é p e z n i  a B ^ / t / Y / t /  m á t r i x o t ,  
s  ha ennek az o s z l o p a i  l i n e á r i s a n  f ü g g e t l e n e k ,  akkor a r e n d ­
s z e r  t e l j e s e n  i r á n y í t h a t ó .
Ezek u tá n  v i s s z a t é r h e t ü n k  e r e d e t i  f e la d a t u n k  f o l y t a t á ­
s á r a .
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Az a d ju n g á lt  kúp m e g ta lá lá s á h o z  Í r ju k  az é r i n t é s i  kúpot  
= K2 0  K3 a la k b a ,  a h o l  K2 e l e m e i  ( 2 . Ï )  -n e k  t e s z n e k  e l e g e t ,  
K3 e le m e i  p e d ig  ( 2 . 2 )  -n ek . Mind K2 , mind l i n e á r i s  a l t é r  
X -b e n ,  ig y  a 2 .1 3  á l l í t á s  s z e r i n t  a h o z z á ju k  t a r t o z ó  a d ju n -  
g á l t  kúpok a m e g f e l e l ő  a n n u l lá t o r o k .  = К X L oo a la k ú ,  a h o l  
К := { x £ C  : x / t j /  = 0 ) .  Ennek m e g f e l e lő e n  = K*X(0} é s  
K* = Rn , mert G -ben az egy p o n to n  e l t ű n ő  fü ggvén yek  a l t  e r é ­
nek  a n n u l lá t o r a  a k é r d é s e s  p o n t r a  k o n c e n t r á l t  m értékek / f ű n k -  
c i o n á l o k /  ha lm aza , a z a z ,  ha x £ K  es f £ K  , akkor
< f ,x >  = < a , x / t j / >  R ( a 6 R n)
£
Az edd ig  e lm o n d o tta k b ó l  k ö v e tk e z ő e n  v é g e s  d im e n z ió s ,  
to v á b b á  lé v é n  K* gyenge* z á r t  / I d .  F . 5 « / ,  K* + K* cX* gyenge* 
z á r t  / z á r t  a l t é r  é s  v é g es  d im e n z ió s  a l t é r  ö s s z e g e  m in d ig  
z á r t / .  Ezek s z e r i n t  F .9* a la p j á n
* * *= K2 + K y
A minimum s z ü k s é g e s  f e l t é t e l é n e k  v i z s g á l a t a
A D u b ov ick ij  -  M i l j u t y i n - t é t e l  s z e r i n t  annak s z ü k s é g e s
f e l t é t e l e ,  hogy a z  F fu n k c io n á l  a Q, П Q? halm azon minimumot
* ✓ * /
é r j e n  e l  az / x Q, u o /  pontban a z ,  hogy l é t e z z e n  f ^ K ^  ( i  =
= 0 ,1  ,2 ,3 )  nem m ind n u l la  f u n k c io n á l  ú g y , hogy f Q + f j  + f 2 + 
+ f^  = 0 .  Ebből e g y e l ő r e  azonban még nem so k  l á t s z i k .  A l k a l ­
mazzuk az e lő z ő  e g y e n l e t e t  o ly a n  / x , u /  e le m r e ,  m elyben u t e t ­
s z ő l e g e s ,  X p e d ig  a v a r i á c i ó s  e g y e n le t  h o z z á  t a r t o z ó  m ego ld á ­
s a ;  v a g y i s ,  r ö v i d e n ,  / x , ü / £ K 2 . Ekkor < f 2 , / x , ü / >  = 0 ,  s  i g y
-  A0 /  í  < фх (хо / 1 / , и 0/ 1 / , 1 )  , x / t / >  R + < фи ,й>  R ] dt
*0 П m > 2 .4
+ < f j , ü >  + < a , x / t , / >  R = 0 ,
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A **
a h o l ,  e m lé k e z te tü n k , f  f £LK j ez LV*, még nem i s m e r t .
A la k í t s u k  á t  e z t  a k i f e j e z é s t ;  ehhez u j  m en n y iség e t  v e ­
ze tü n k  b e ,  amely s z o r o s  k a p c s o la tb a n  van a t e l j e s e n  i r á n y í t ­
h a t ó s á g g a l  / l d .  3 .1  á l l i t á s / .  Legyen y / t /  a
Ÿ =  - f x ( x o/ t / ’uo / t / ’ t) Y + > o'1>x  №
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  m ego ld ása  a
y / t , /  = a
f e l t é t e l l e l .  F e je zz ü k  k i  (Á) - b ó l  Ф - t  é s  h e l y e t t e s í t s ü k  (2 . 4) -  
be; p a r c i á l i s  i n t e g r á l á s s a l ,  r ö v id  szá m o lá s  u tá n  n y e r jü k :  
t j
< f , , ï ï >  = i < -  f (x / t / , u  / t / , t ) Y / t /  + >0 Фи , û / t / > R d t  ( 2 . 5 ) .
t o m
A
Most már csa k  f j - r ó l  k e l l e n e  va lam i k ö z e l e b b i t  tudnunk.
Azt h a s z n á l ju k  k i ,  hogy f  j £  [ tQ , t  ] <= L*^ , amint ez  l á t ­
s z i k  a b b ó l ,  hogy i n t e g r á l  a lak b an  r e p r e z e n t á l h a t ó .  S a jn o s  meg­
l e h e t ő s e n  h osszad a lm as u tó n  ju th a tu n k  eredm én yre , s e z é r t  k ö z -  
b e v e t ő l e g  kü lön  e g y sé g k é n t  adjuk meg:
3 .2  Lemma: Q := { u Ê L ^ ( t)  , Tc F : u / t / e M c t ^  Vt £ T } .
Ha a z € L ^ m/^CT) a Q halmaz uQ p on tjában  t á m a s z t ó s ik o t  megha­
t á r o z ó  f u n k c io n á l ,  azaz  < z ,u  -  u > = 0 (V u £ Q )  , akkor z / t /  az
o
M halmaz uQ/ t /  p on tjáb an  t á m a s z t ó s ik  v e k t o r a  V t £ T ,  á zaz  
< z / t / , u  -  uQ/ t / >  R à 0 Vu ÊM és  ^  t £ T .
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bi z o n y í t á s i  J e l ö l j e  / jl a L e b e sg u e -m ér ték e t  a szám egyen esen .  
Tegyük f e l ,  hogy a lemma á l l í t á s a  nem i g a z ,  v a g y i s
ЗА T , / jVA /  = 6 > 0 ,  é s  ÏÏ€M ^  < z / t / , ï ï  -  u  / t / >  R < 0 , Vt€AQ.
in
L u zin  ism ert  t é t e l é b ő l  v i s z o n t  
3A Z c T ,  /l /A z / ú ^  ^  z / . /  f o l y t o n o s  a T \ A Z halm azon,
3A^ c T , / i -  /А ц/ = ^  0 / . /  f o l y t o n o s  a T \  A^ halm azon.
M iv e l  ^ /A z /  + a. / A u / < >j./A 0 / ,  B t0€A0 , t ^ A j U A ^ ;
a z / » /  é s  uQ/ . /  fü g g v é n y e k  t Q- b e l i  f o l y t o n o s s á g a  m ia tt
3 A C T, yU,/A/> 0 < z / t / , u  -  uQ/ t / >  R £
И1
<z / t 0 / , u  -  u0/ t 0 />|Rm> ( t 6 A )
/ u g y a n i s  a v i z s g á l t  s k a l á r i s  s z o r z a t  é r té k e  a t Qe A 0 pontban  
Aq d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t  n e g a t i v / .
u ha t  €. A
u , / t /  : = <
u ^ / t / ,  t £ T  \ A .О
Ekkor u ,  £  Q és
< z , u , >  = / < z / t / , u .  / t / > R d t  = /< z / t / , u  / t / >  d t  +
T ^m T m
+ /<z/t/,u - u /t/>R dt.
А ш
A jobb oldal második tagja határozottan negativ, igy
<z,Uj> < <z,uo>
adódik, és ez ellentmond annak, hogy z támasztósik funkció 
nálja uQ-ban.
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Ennek a lemmának a b ir t o k á b a n ,  f ig y e le m b e  v é v e ,  hogy 2 .1 5/ч
s z e r i n t  a l e h e t s é g e s  i r á n y o k a t ,  l é v é n  Qj konvex é s  a b e l s e j e  
nem ü r e s ,  épp a tá m a s z té s ik o k  a d já k  meg, ( 2 .5 )  i g y  i r h a t ó  á t :
<“ f u ( x o / t / »uo / t / ’ t)  f / t /  + Ло ф и> u " uo /1 : /> 0
/> 0 Г  1 \  ( B )( V u £ M  é s  V  t £  Lt0 , t j J )
A = 0 é s  - y / t / = 0  e g y s z e r r e  nem k ö v e tk e z h e t  b e ,  mert 
akkor f Q = 0 ,  továb b á  a = -v |r / t , /  = 0  ^ ~ 0 ,  de ekkor  már
f j  = 0 i s ,  a za z  minden f u n k c io n á l  n u l l a  l e n n e .
V i z s g á l j u k  meg azokat az e s e t e k e t ,  am elyek et  e d d ig  k i ­
zártu n k :
ha KQ = 0 ,  akkor
t ! _
t J [<*>xGc0/ t / , u 0/ t / , t )  »х / Ц * п + <Фи , и ^ d t  = 0 ( \ / / x , u / )  ,
s ig y  = 1 é s  n | r / t j /  = 0 v á l a s z t á s s a l  az e lő z ő h ö z  ha­
s o n ló  p a r c i á l i s  i n t e g r á l á s  u tá n  a z t  kap ju k , hogy t e l j e ­
s ü l  ( B) .
ha D /  Rn , akkor "XQ = 0 v á l a s z t á s s a l  l i ÿ / t / ф . 0 (A)  m e g o ld á sa ,
ú gy , hogy >p^(xo / t / , u o / t / , t ) y / t /  =  0 / l d .  3 .1  á l l í t á s / ,  
s i g y  i sm é t  t e l j e s ü l  ( в ) .
F ogla ljuk ; ö s s z e  ered m én y e in k e t:  a f e j e z e t  e l e j é n  m egfo­
g a lm a z o tt  f e la d a t n a k  az o t t  l e i r t  f e l t é t e l e k  m e l l e t t  az  
/ x Q,u Q/  pont c sa k  akkor l e h e t  m eg o ld á sa ,  ha 3 0 szám  é s
az  (A) d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t  k i e l é g i t ő  y / t /  fü g g v én y  ú g y ,
hogy f e n n á l l  a (B) ö s s z e f ü g g é s ,  s  e m e l l e t t  ~XQ = 0 é s y / t / ^ 0
e g y s z e r r e  nem k ö v e tk e z h e t  b e .
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M egjegyzés  :
а /  (2 .4 )  - b o l  l á t s z i k ,  hogy h a  Ф 0 ,  a k k o r  AQ = 1 v á l a s z t ­
h a t ó ;  v i s z o n t  (]3 )-Ъ б1  az k ö v e t k e z i k ,  hogy A = 0  nem l e h e t ,  
h a  a  r e n d s z e r  t e l j e s e n  i r á n y í t h a t ó .
Ъ/ ig e n  é r d e k e s ,  h o g y  mind az e l ő z ő  f e j e z e t b e n ,  a f e l t é t e l e s  
s z é l s ő é r t é k s z á m i t á s n á l ,  mind i t t ,  a v a r iá c ió s z á m i t á s n á l  az  
1 . 8  t é t e l  a lk a ln a z h a t ó s á g a  é rd ek éb en  k i z á r t  e s e t e k n é l  a t é t e l  
v é g s ő  form ájában s z e r e p l ő  k o n s ta n s o k a t  i l l e t v e  fü g g v é n y e k e t  
úgy v á l a s z t o t t u k  meg -  és  v á l a s z t h a t t u k  meg -  hogy az ö s s z e s  
fu n k c io n á l  n u l l a  l e g y e n ,  azonban a k o n sta n so k  i l l e t v e  f ü g g v é ­
nyek  nem azonosan  n u l l á k .
V é g e z e tü l  a k é s ő b b ie k  sz e m p o n t já b ó l  c é l s z e r ű  egy k i s s é  
á t fo g a lm a z n i  eredm ényünket; v e z e s s ü k  be a k ö v e tk e z ő  fü g g v é n y t
H / x , u , y , t /  := - < f  / x , u , t / , y > R + Л0 4> / x , u , t / ;
* ^
ek k or  - f u/ x , u , t / y +  фи/ х , и ^ /  = Hu/ x , u , y , t / ,  s i g y  (в)
a z t  j e l e n t i ,  h o g y ,  ha  / x Q,u Q/  a f e l a d a t  m e g o ld á sa ,  akkor
H(xQ/ t / , u , y / t / ; t) к H(x0/ t / , u 0/ t / , y  / t / , t )
о >
Vu £ м ,  V t  G [ t o , t  j ] (P)
B e f e j e z é s ü l  n é z z ü k  meg, hogyan  a d ja  v i s s z a  eredményünk a 
le g e g y sz e r ű b b  v a r i á c i ó s z á m i t á s i  f e la d a t b a n  az ism e r t  e g y e n l e ­
t e t .  I t t  te h á t  vp v. E 1, = 0 é s  j ó l  lá t h a t ó a n  a v a r i á c i ó s
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  x  = u , ami t e l j e s e n  i r á n y í t h a t ó ,  i g y  
= 1 v á l a s z t á s s a l  ( в ) - b ő i  a z t  k a p ju k , hogy
< - y / t /  + 0 u (x Q/ t / , u o / t / , t )  , u -  u Q/ t / >  R l  
(VuGIRn é s  V tG  &0 , t j ] ) ,
0
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e b b ő l
- у / t /  +<í>u ( x o / t / , u o/ t / , t )  = o ( V t e  [ t 0 , t j ] ) .
Ha (a) - b ő i  b e h e l y e t t e s i t  j ü k y / t / - t , n yer jü k  a v é g e r e d ­
m én yt, az E u le r  -  L a g r a n g e - fé le  e g y e n l e t e t :
$ u(xo/t/«uc/t/'t) ” f  Ф х(хо/<1Г/’ио/Г/’Г) dr = const
( v t e  [ t 0 , t j ] )  .
J3._Az o p t i m á l i s  i r á n t i t á s ;_P£nt_rj_a£Ín m inim um -elve
A k l a s s z i k u s  v a r iá c ió s z á m i t á s  a z o n k i v ü l ,  hogy m e g le h e t ő ­
se n  e r ő s  f e l t é t e l e k  t e l j e s ü l é s é t  k ö v e t e l i  meg a f e l a d a t b a n  
s z e r e p l ő  f ü g g v é n y e k t ő l ,  nem a lk a lm a zh a tó  ig e n  k é z e n fe k v ő ,  
t e r m é s z e t e s  módon e lő f o r d u ló  e s e te k b e n ;  i l y e n  p é ld á u l  a z ,  
amikor M = 0 .
T ek in tsü k  u g y a n a zt  a f e l a d a t o t ,  m in t az e lő z ő  f e j e z e t b e n ,  
azonban a benne s z e r e p l ő  m en n y iségek re  k i r ó t t  f e l t é t e l e k  l e ­
gyenek a k ö v e tk e z ő k :
a /  t e t s z ő l e g e s  halm az,
Ь/ Ф és p folytonosan differenciálhatok az első, folytonosak 
a második változójukban,
с/ Ф és p folytonosan differenciálhatok a harmadik változó­
jukban.
Az e l s ő  k é t  f e l t é t e l  gyengébb , a harm adik erő seb b  az  
e lő z ő e k n é l .  Ez az erő seb b  harmadik f e l t é t e l  l e h e tő v é  t e s z i ,  
hogy az (n+ l)  - i k  f á z i s k o o r d in á t a
*n+l = 1 ■ xn+l/to/ = t o* xn+l/tl/ = tl
-  40 -
b e v e z e t é s é v e l  a f e l a d a t  autonóm l e s z ,  azaz o l y a n ,  am elyben  
Ф é s  «p e x p l i c i t e  nem függ az i d ő t ő l .  Harmadik f e l t é t e l k é n t  
t e h á t  e z t  i s  m e g k ö v e te lh e t tü k  v o l n a ,  s a to v á b b ia k b a n  i l y e n  
a la k b a n  h a s z n á l j u k ,  v a g y is  c sa k  autonóm f e l a d a t t a l  f o g l a l k o ­
zunk.
Ezek m e l l e t t  a  f e l t é t e l e k  m e l l e t t  k ö z v e t l e n ü l  nem a l k a l ­
mazható a D u b o v ic k i j  -  M i l j u t y i n - f é l e  t é t e l :  M t e t s z ő l e g e s  
v o l t a  p é ld á u l  a z t  i s  m egengedi, h o g y  m ind össze  k é t  p o n tb ó l  
á l l j o n ,  s ekkor nem l e h e t  szó  sem l e h e t s é g e s  i r á n y o k r ó l ,  sem 
é r i n t ő  i r á n y r ó l .  Az o p t im á l is  i r á n y í t á s  ebben az á l t a l á n o s  
k e r e tb e n  úgy t á r g y a l h a t ó ,  hogy v i s s z a v e z e t j ü k  a v a r i á c i ó s z á -  
m i t á s r a .  É r d e k e s sé g e  ennek a m eg o ld á sn a k , hogy a P o n t r j a g in -  
f é l e  m in im um -e lvet  a  s z o k á s o s t ó l  e g é s z e n  e l t é r ő  módon b i z o ­
n y l t j a .  Mi nem r é s z l e t e z z ü k  e z t  a  f e l é p í t é s t ,  h i s z e n  ennek  
az ö s s z e f o g l a l ó n a k  a c é l j a  c sa k  a z ,  hogy m egm utassa , m iként  
g y ű j t i  egységbe a D u b o v ick ij  -  M i l j u t y i n - t é t e l  a s z e r t e á g a z ó  
f e l a d a t o k a t ,  h o g y a n  a lk a lm azh ató  a  t é t e l  az e g y e s  s p e c i á l i s  
e s e t e k r e .  A P o n tr  j a g i n - f é l e  m in im um -elv  i l y e n  form ájú  t e l j e s  
b i z o n y í t á s á t ,  v a la m in t  az e l m é l e t  a lk a lm a z á s a i t  m ás, ig e n  
v á l t o z a t o s  módon m eg fo g a lm a zo tt  f e la d a t o k r a  /nem  r ö g z í t e t t  t  
v é g ső  i d ő ,  k ü l ö n f é l e  m e g s z o r í tá s o k  a f á z i s k o o r d in á t á k r a ,  más 
a la k ú  fu n k c io n á lo k ,  s t b /  [ 3 l~ b e n  l e h e t  m e g t a l á l n i .
M ie lő t t  a v a r i á c i ó s z á m i t á s r a  v a ló  v i s s z a v e z e t é s t  m e g c s i ­
n á ln á n k ,  v i s s z a i d é z z ü k  a f e l a d a t  m e g fo g a lm a z á sá t ,  hogy jobban  
e l ő t t ü n k  á l l j o n  a k ésőb b iek b en  ö s s z e h a s o n l í t á s  c é l j á b ó l  / I .  
f e l a d a t / .
X -  c / n^ [ t 0 , t j ] x  [tQ, t  j I , e le m e i az / x , u /  párok;
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a minimalizálandó funkcionál X-en:
, *1F/x,u/ = J Ф (x/t/,u/t/) dt,
*o
a következő megszorításokkal:
= f/x,u/, x/t0/ = CQ, x/tj/ = Cj
u / t / е м  ( v t 6 [ t o , t J] )  .
(3.1)
(3.2)
Ezután rátérhetünk az emlitett program ismertetésére, 
melynek első részét, hogyan vezetjük vissza feladatunkat a 
variációszámitásra, teljes egészében végig csináljuk.
Legyen a
T : [ 0 , 1 ] Э Г  —7 t G[t0,tj'i
leképezés /az idő "transzformációja"/ olyan, hogy
t'
T/ty := t + / v/t// dr* , 
о
Т/1/ = tj,




Világos, hogy egyrészt v/tr/ nincs egyértelműen meghatá­
rozva, másrészt T akkor és csak akkor egy-egyértelmü, ha 
v /x '/ > 0 VfÉ: [o , l ]  . Definiáijuk az inverz függvényt erre való 
tekintettel úgy, hogy
( 3 . 6 )T 7 t /  :=  i n f  { ' t  : Т / Г /  = t }
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Fogalm azzunk meg egy u j  f e l a d a t o t ,  am ely  m int l á t n i  f o g ­
ju k  e k v iv a le n s  az  e r e d e t i v e l  / I I .  f e l a d a t / .
X := C/ n / [0 , l ] x  [o , l ]  X 1 ^ [0 ,  l ]  ,
m elyn ek  e le m e i t  / x , u , v / - v e l  j e l ö l j ü k .
F/x,u,v/ := / v/tr/ ф(х/г/,и/г/) dr.
0
K eresen d ő  az F minimuma az a l á b b i  m e l l é k f e l t é t e l e k k e l :
= v / Г /   ^ ( x  / t y ,u / T ' / )  , x / 0 /  = cQ, х / 1 /  = c j (3 . 7)
. 0u/тг/ е м  Cvre[0 ,i]) , (3 .8)
v/r/ £ 0 (re[o,i]) . (3 .9)
3.3 Tétel:
A+ : = { r e [ o , l ]  : v / r /  > 0 } ,
A0 : = { r €  [o, l] : v / r /  = 0 } .
На /х,и/ eleget tesz a (3«Í) - (3.2) feltételeknek, és ha
v/r/ a (3 -4) - (З.5) feltételeket kielégitő tetszőleges függ­
vény, amely T/r/-t (3»3) szerint határozza meg, akkor a v/r/ 
és az
х/r/ := x ( T ( r )j , (3 .1 6)
u(T (r ) ) (reA+),
t e t s z ő l e g e s  t'£A 0
û/ г / (3 . 11)
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függvén yek  e l e g e t  t e s z n e k  a (3 .7 )  
F / x , u , v /  = F / x , u /
(3 . 9) f e l t é t e l e k n e k  é s
F o r d i t v a ,  ha / x , u , v /  k i e l é g í t i  a (3 .7 )  -  (3 .9 )  f e l t é t é  
l e k e t  é s  h a T V t / - t  3 .6  a d ja  meg, akkor az
х / t /  := x ( T ( t ) )  ,
u / t /  := u ( V ( t ) ) '
fü ggvén yek  e l e g e t  t e s z n e k  a ( 3 . 1) - ( 3 . 2) f e l t é t e l e k n e k  é s
F / x , u /  = F / x , u , v / .
A b i z o n y í t á s  s z i n t e  m agátó l é r t e t ő d ő ,  l é v é n
Ц 0 А  m
W
és ha v / r / > 0 ,  akkor ez m e g f o r d í t h a t ó ,  i s  k i f e j e z h e t ő ,
ha p e d ig  v / r /  = 0 egy e g é s z  in te r v a l lu m o n ,  akkor o t t  T/ г /  é s  
х / r /  k o n s t a n s ,  s  e z t  v i s s z a t ü k r ö z i  az х / t /  = x / T / t / /  e g y e n ­
l ő s é g  Y / t /  d e f i n í c i ó j a  s z e r i n t .
A t é t e l  k ö v e tk ezm én y ek én t , ha / xo , uq/ £ X  az I .  f e l a d a t  
m eg o ld á sa ,  akkor a (3*4) -  (3*5) f e l t é t e l e k n e k  e l e g e t  t e v ő  
t e t s z ő l e g e s  v Q e s e t é n  а (З .З )  é s  (3 .1о) -  ( З . и )  á l t a l  meg­
h a t á r o z o t t  / x Q,u Q, vq/ €  X m eg o ld á sa  а I I .  f e l a d a t n a k .  Termé­
s z e t e s e n  u gyan ezek  a fü g g v én y ek  adják  а I I I .  f e l a d a t  m eg o l­
d á s á t  i s ,  ha а I I I .  f e l a d a t  abban k ü lö n b ö z ik  а I I .  f e l a d a t ­
t ó l ,  hogy úQ- t  r ö g z í t j ü k  é s  k e r e s s ü k  F /x , uq , v /  minimumát 
c sa k  x -b e n  é s  v - b e n .  E z z e l  már e l  i s  értü k  a c é lu n k a t ,  h i s z  
ví> és  V a f e l a d a t o t  m egh atározó  fü ggvén yek  f o ly t o n o s a n
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d i f f e r e n c i á l h a t o k  a m in im a l iz á ló  v á l t o z ó j u k b a n ,  továbbá a 
v / t r /  £, 0 't'G-TO, 1 J f e l t é t e l  a z t  j e l e n t i ,  hogy a z  i r á n y í t á s  s z e ­
r e p é t  j á t s z ó  fü g g v é n y  nem ü r e s  b e l s e j ü  kon vex  halmazon v e s z i  
f e l  é r t é k e i t ,  t e h á t  a lk a lm a zh a tó  a v a r iá c ió s z á m i t á s n á l  n y e r t  
eredm ényünk. T e r m é s z e te s e n  a v ég ered m én y ig  h o s s z ú  u t a t  k e l l  
még b e j á r n i ,  am elyen  k ih a s z n á lv a ,  hogy v /тг/ nem eg y ér te lm ű e n  
m e g h a tá r o z o t t ,  to v á b b á ,  hogy и/ t /  /rGAQ e s e t é n  t e t s z ő l e g e s  
ü g y e s  de e g y á l t a l á n  nem szem betűnő v á l a s z t á s o k  után  n y e r jü k  
a v a r iá c ió s z á m i t á s  eredm ényének (C) m egfoga lm azásáb ó l a 
P o n t r j a g i n - f é l e  m in im u m -e lv e t ,  am ely a l a k j á t  t e k in t v e  p o n to ­
sa n  u g y a n i ly e n .
FÜGGELÉK
F . l  D e f i n í c i ó  : Az X l i n e á r i s  v e k t o r t é r  e s e t é b e n  К с  X- n u l l a -  
c s u c s u  kúp, ha
А К = К (V А > о) .
(на К n u l l a - c s u c s u  kúp, akkor v a la m e ly  xJmX e s e t é b e n  x Q + К 
o ly a n  kúp, am elynek c s ú c s a  az x Q pontban  v a n ) .
F»2 Á l l í t á s ;  На X t o p o ló g ik u s  v e k t o r t é r  é s  K c X  kúp, akk or  
о _
К, К é s  <(К/> s z i n t é n  kúp.
F .3  D e f i n í c i ó :  Az X l o k á l i s a n  konvex v e k t o r t é r  é s  K c X  n u l l a -  
c sú c sú  kúp e s e t é b e n  а К := { f £ X *  : < f , x ) á O  Vx é=K } halm az  
а К a d ju n g á l t  k ú p ja .
A d e f i n í c i ó  a z o n n a l i  fo ly o m á n y a i az a lá b b ia k :
F .4  Á l l i t á s :
a /  K* n u l l a - c s u c s u  konvex kúp X*-ben;
* *■
b /  ha K j C ^ ,  akkor K j ^ Kg ;
с /  ha A t e t s z ő l e g e s  in d exh a lm az , akkor (  U К , )  = 0  K^ .
\<t€A )  oCGk
Ugyancsak i g e n  e g y sz e r ű e k  a k ö v e tk e z ő  á l l í t á s o k ;  f e l ­
h ív ju k  a f i g y e l m e t ,  hogy a továb b ia k b a n  X m ind ig  l o k á l i s a n  
konvex v e k t o r t é r  é s  a f e l ü lh u z á s  az  a d o t t  halmaz g y e n g e ,  
i l l e t v e  gyenge* l e z á r á s á t  j e l z i  /Х - b e n ,  i l l e t v e  X * - b e n / .
F .5  A l l i t a s :  К gyenge z a r t , azaz  К = К .
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B i z o n y í t á s  : a Kx  := { f £ X ’ : < f , x > = 0 ,  x G K  r ö g z í t e t t }  h a l ­
maz n y i lv á n v a ló a n  gyenge* z á r t ,  é s  ig y  К = Q v  К s z i n t é n  
gyenge z á r t .
F .6  Á l l í t á s  : К* = (к Т  = ( Ж ) ”* .
B i z o n y í t á s  : n y i lv á n v a ló a n  K*z>(k) -> 
m á s r é s z t  v i s z o n t ,  ha <f , x> £ 0 
f  l i n e a r i t á s a  m i a t t  <f ,x> к 0 
f  f o l y t o n o s s á g a  m i a t t  < f , x )  à 0
( <K>) *  / I d .  P . 4 . / ;  
x £ K  , akkor  
( x£<K>)  , é s  
(xG < Ъ )  .
F . 7  Á l l í t á s :  <K> = K** : = { x £ X < f , x >  ^ o V f е к * ”}.
✓  — ■ *  #  * *
B i z o n y í t á s  : Q := <K>; Р. 6  s z e r i n t  Q = К , s  i g y  K d é f i -
n i c i ó j á b ó l  r ö g tö n  a d ó d ik , hogy Q c K  ; tegyü k  f e l ,  hogy  
Q /  K** és  l e g y e n  x 0 £K* \  Q; ekkor  a Hahn -  B a n a c h - t é t e l  
s z e r i n t  x Q e l v á l a s z t h a t ó  Q - t ó l  e g y  h i p e r s i k k a l ,  azaz  
3  f  GX’ A ^ < f , x  > *\0 és <f,x> = 0 V x £  Q / a  h i p e r s i k  v á -  
l a s z  th a t ó  ú gy , hogy  átm enjen a kúp c s ú c s á n / ,  =Ф> f  £Q  = К , 
r_r^> x Q ф  K** , é s  ez  e llen tm o n d  a f e l t e v é s ü n k n e k ,  t e h á t  Q = К .
Ig e n  f o n t o s  az  a lk a lm azások b an  az F . 4 / c  á l l í t á s h o z  ha­
s o n ló  ö s s z e f ü g g é s  kúpok k özös r é s z é r e  von atk ozóan ; ez  azon­
ban már v a la m iv e l  b o n y o lu l ta b b .
V ezessü k  be a k ö v etk ező  j e l ö l é s t ;  l e g y e n  A t e t s z ő l e g e s  
in d ex h a lm a z , (oCGA) a d j u n g á l t  kúpok,
C Ky : -  ! C » n “ 1 » 2 , . . . ,  lo6-l ^  i. »
°i£A °° I i=1
oi^Gk,
= 1 , 2 , . . .  , n1
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A d e f i n í c i ó b ó l  a z o n n a l  k ö v e t k e z ik :
F .  8 Á l l í t á s  :
a / <  uoi£k
= c í ,
b /
(  0  KíV"t£A У 3  C i hoi£k
F . 9 Á l l í t á s  : (  n < v Y  = <  ^  *£,  > .W a  /  «^A ^
B i z o n y í t á s  : Q : = <  U  Kh >  , 
ot€A 06
Q* -  (  и  4  j
\° t£ k  )
/ F . 6 - b ó l / ,
r \ * *= П  к ,
cé€A 00
/ F . 4 - b ő l / ,
и Л V / F . 7 - b ő l / ,
é s  v é g ü l ,  l é v é n  Q gyengén z á r t  é s  k on vex , F .7  s z e r i n t  Q* * 
s e z z e l  e l  i s  j u t o t t u n k  c é lu n k h o z .
= Q
4c r '
Következmény: lévén C  U K^> = kT , ha К , oL£A g y e n g é n
°te .  A oigA °°
z á r t  é s  konvex , c p e d ig  gyenge* z á r t , akkor
oi£A




F. 10 Á l l í t á s ;  l e g y e n  К n u l l a - c s u c s u  konvex kúp, L l i n e á r i s  
a l t é r  é s  К П 1 /
Ekkor (KOL)* = K* + L* .
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Bi z o n y í t á s  : a Hahn -  B a n a c h - t é t e l  k ö v e tk e zm é n y e k é n t ,  ha f  GL*
é s  < f  ,x> è 0 . V x E K f l L ,  akkor  3  f  £ X ’ az f - n e k  k i t e r j e s z t é s e
/ a z a z  < f , x >  = < f , x >  ha x  E L /  —^  ( 7 , x )  à 0 Vx GK. í g y ,  ha
f  £  (К П b)*, 3 f  £ K  <T,x> = < f ,x >  V x £ L ,  azaz
f  -  f  GL é s  i l y  módon f  = 7  + / f - f /  £K* + L* ; t e h á t ( K O b )  c.
K* + L'r , az e l l e n t é t e s  i r á n y ú  t a r t a l m a z á s  p e d i g  F . 8 - b ó l  kö­
v e t k e z i k .
F.  11 Á l l i t á s :  l e g y e n e k  ( i  = 1 , . . .  ,n) n y i l t  konvex kúpok,
П K.  /  0.  
i = l  1
Ekkor
ГB Ki j  - C K * .
V 1=1 )  i = i
B i z o n y í t á s ;  X := x X x X . . . X X  ; ekkor  X» = X ’ X X ’ X X . . .  XX5
/ 1 / / 2 /  . . .  / п /  / 1/ / 2 /  . . .  / п /
é s  ha f  = / f  j , . . .  , f  / G X ,  x  = /Xj  , . . .  , x n /  € X ,  akkor
n
< f , x >  = < f i , x i>
n
А К ;= halmaz konvex é s  n y i l t  X-ben,
i= l
az  L : = { x  G X ; x i = x G X  i  = 1 , . . .  ,n  } halmaz p e d ig  l i n e á ­
r i s  a l t é r  é s  Kf l L Ф 0 .
n  ^ ^
Legyen f  G П К .  é s  d e f i n i á l j u k  az f  £ L ’ f u n k c i o n á l t  ú g y ,  
i = l  1
hogy  < f , x >  := < f , x >  , x  = / х , х , . . . , х /  £ L .  N y i lv á n v a ló a n
f e ^ K O b )  s  ig y  a Hahn -  B a n a c h - t é t e ln e k  P .9 -h e n  e m l í t e t t  
következményeként 3 7  = / 7  j , f 2 , . . .  , f n / £ X  ^
7 £  K* , 9
és < f ,x>  = < f , x >  (h a  x & L ^ ,
n
Ez u tó b b i  a z t  j e l e n t i ,  hogy < f . ,x) = <f,x> , V xG X
i=  1 '
n
v a g y i s  f  = T~! f . : t o v á b b á  s z e r i n t  
i= 1
jC è 0 (х±ек±, i = l,...,n)
= £>  <£19x £ Z  0 (xjL€;Ki , i  = l , . . . , n )
= = >  ( i  = l , . . . , n ) ,
( n f  n *
a z a z  b e l á t t u k ,  h o g y /  П  K - | C [ ] K . ;  az  e l l e n t é t e s  i r á n y ú  t a r -
\ i =  1 7  i = i
t a lm azás  F . 8 - b ó l  k ö v e tk e z ik .
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